Correction du devoir surveillé n°6

Partie A

On considere 'application
f: R — R?

1. Soit (Il,yl), (I‘27y2) c RZ. Soit A € R.

f((@1,91) + A2, 92)) = f((21 + Az, 91 + Ay2))
= (6(21 + Am2) — 4(y1 + Ay2), 9(21 + Am2) — 6(y1 + Ay2))
= (6x7 — 4y, 971 — 6y1) + N6 — 4ys, 99 — 6y2)
= f((z1,91)) + Af((22,92))

Donc f est un endomorphisme de R2.
2. (a) Ker(f) = {(z,y) € R%6x —4y = 0 et 9z — 6y = 0} = {(x,y) € R? 3z = 2y} = Vect((2, 3)).
Im(f) = Vect(f(1,0), f(0,1)) = Vect((6,9), (—4, —6)) = Vect((2, 3)).
La famille ((2,3)) est une base de Ker(f) et aussi de Im(f).
(b) On a donc Ker(f) = Vect((2,3)) = Im(f).

Soit © € E,
fofl)=f(C flx) )=0.
——
€lm(f)=Ker(f)
Donc f o f = 0gmr2).
On pose maintenant
g: R* — R?

C’est une application linéaire, on ne demande pas de le vérifier.
3. Ker(g) = {(z,y) € R 2y =0 et —x =0} = {0,0}. Donc g est injective.
De plus, c’est un endomorphisme en dimension finie donc c’est un automorphisme de R2.
4. (a) On pose e; = (1,0) et e = (0,1).
On a

(Fog+90 Dfer) = g5 F(0,~1)) +9((6,9) = o ((4:6) + (18, ~6)) =

22
et

(Fog+ 90 f)en) = oo F((2,0) +9((—4,—6)) = oo ((12,18) + (~12,4)) =

(b) Les applications fo g+ go f et idg: sont des endomorphismes de R? qui coincident sur une
base de R? donc elles sont égales i.e. fo g+ go f = idge.

Partie B

Soit E' un K-espace vectoriel de dimension n € N*. Soient f, g € Z(F) tels que

(1) fof=0gwm
(2) fog+gof=idg

H. Bringuier PCSI 803 — Lycée Déodat de Séverac 2022/2023



1. (a) Soit y € Im(f). Donc dz € E, tel que y = f(x).
fly) = f(f(z)) 5 Og donc y € Ker(f). D’ou Im(f) C Ker(f).

(b) Soit z € Ker(f). Ona (fog+go f)(x) 57 ie. f(g(z)) +9(0g) =xie = f(g(z)) € Im(f).
D’ou Ker(f) C Im(f).

(¢) On a Ker(f) =Im(f).
D’apres le théoreme du rang, n = dim(FE) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = 2rg(f).

——
€N

Donc n est pair.

2. On compose a gauche par f dans 'égalité (2) et on obtient fogo f = f grace a I'égalité (1).

Ona foge Z(E)et (fog) = (fogof)og= fog. Donc fog est un projecteur.
On pose F' = Im(f) puis G = g(F).

3. Montrons que F' = Im(f o g).
On a Im(f o g) C Im(f) donc l'inclusion retour est triviale.
Soit x € F. Or F = Ker(f), donc f(x) = 0. On évalue en x dans (2) et on obtient f(g(x)) = .
D'ou z € Im(f o g).
Conclusion : F' = Im(f o g).
Montrons que G = Ker(f o g).
Soit y € G, donc il existe © € F tel que y = g(x). Par conséquent, il existe z € E, x = f(z) d’on
y=9(f(2)).

Calculons

fla(y)) 5 y—g(f(y) =y—(gofogof)(z) C;y—g(f(Z)) =0

Donc y € Ker(f o g).
Soit x € Ker(f o g). On évalue en = dans (2) et on obtient g(f(x)) =z d’ou z € g(Im(f)) = G.
Conclusion : G = Ker(f o g).

4. D’apres la question précédente, F' et G sont les sous-espaces caractéristiques du projecteur f o g, ils
sont donc supplémentaires dans FE.

Partie C

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 2m ou m € N*. Soit f € .Z(F) de rang m tel que fo f = Oz(g).
1. (a) Par définition du rang, dim(Im(f)) = m.
De plus, d’apres le théoreme du rang, dim(Ker(f)) = dim(E) —rg(f) = 2m —m = m.
(b) Or fo f=0gp) donc Im(f) C Ker(f). Par égalité des dimensions, Ker(f) = Im(f).
On pose F' = Im(f) et soit G un supplémentaire de F' dans E.
2. On a dim(G) = dim(E) — dim(F) = 2m —m = m.
On introduit 'application linéaire

h: G — F
z — f(z)

3. (a) Pourtout z € G,z € Dy = E et f(z) € Im(f) = F donc l'application h est bien définie.

De plus, elle est linéaire par linéarité de f.
(b) On a Ker(h) = GNKer(f) =GN F ={0g}.
(c) L’application h est une application linéaire injective entre deux espaces de méme dimension
m € N* donc h est un isomorphisme.
Posons g 'endomorphisme de E défini par gp = h™' et gjc = Oz (c)-
4. Pour tout x € F, fog(z)+ go f( X )= foh i (z) =
€Ker
Pour tout x € G, fog(z)+ go f(z) ;f;(i(fz) =nh7Y(f(2)) =z

eFr
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Les applications fog+ go f et idg sont des endomorphismes de F qui coincident sur F' et G. Or F

et G sont supplémentaires dans E donc fog+go f =1idg.

Partie D

On considere 'application
f : R5[X] — Rg,[X]
P — P///
1. (a) Une base de R5[X] est (1, X, X? X3 X* X5) et dim(R5[X]) = 6.
(b) La linéarité de f découle de la linéarité de I’endomorphisme de dérivation.
De plus, pour tout P € Rs[X], fo f(P)= P® =0. Donc fo f = 0gwsx)-
(c) Ker(f) ={P € R;[X], P =0} = Ry[X] qui est de dimension 3.
D’apres le théoreme du rang, rg(f) =6 — 3 = 3.
On pose F = Ker(f) et G = Vect(X3, X4, X5).
2. Ona F + G = Vect(1, X, X2) + Vect (X3, X4, X%) = Vect(1, X, X2, X3, X*, X%) = R5[X].

De plus, dim(F) +dim(G) = 3+3 = 6 = dim(R;[X]). D’apres la caractérisation des supplémentaires

en dimension finie, G est un supplémentaire de F' dans R5[X].

3. Nous sommes exactement dans le cadre de la partie précédente, on pose de la méme maniere

h: G - F
P = f(P)

Donc h est un isomorphisme. Posons g I’endomorphisme de E défini par gp = h™tet g =0 2(G)-
D’apres la partie précédente, g est un endomorphisme de R5[X] tel que fo g+ go f = idp,x]-

5
De plus, A1 (1) = X2 h1(X) = XL et A1 (X?) = 222 donc pour tout P = Y a; X* € R5[X],

30 5009

k=0

g(P) = agh™ (1) + arh ™ (X) + ah ™ (X?) = 9 X3 4+ 4 X4 4 22 X5 = P x84 ZOIx4 4 PO 5,

5!
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